Indécomposabilité de la loi de Poisson

Enoncé Soient X,Y deux variables aléatoires indépendantes & valeurs dans N telles que X +Y ~ P()).

Alors X et Y suivent aussi des lois de Poisson.

Dans ce développement on a besoin du théoréme suivant (a admettre ou mettre dans le plan selon la legon) :

Théoréme. Soit f une fonction entiére (i.e holomorphe sur C) ne s’annulant pas. Alors il existe F' une fonction

entiere telle que f = el

On peut maintenant passer a la preuve :
Notons Z = X +Y, f = Gx la série génératrice de X et g = Gy celle de Y. Puisque que X et Y sont
indépendantes et que X +Y ~ P(A), on a, pour tout z € D(0,1) :

f(2)g(z) = XY

Etape 1. On veut étendre cette égalité & C tout entier. Notons p, = P(X = n) et ¢, = P(Y = n), de telle
sorte que pour z € D(0,1) :

FE) = Pz g(2) =D anz"

n>0 n>0

L’égalité précédente donne, pour tout z € D(0,1) :

n>0 n>0 n>0

Donc par unicité du développement en série entiere : pogo = e~ > 0 donc pg > 0,qo > 0 et pour n > 1 :

AT
e Am = Pnqgo + Pn—1q1 + - - + Pogn > Max(pPnqo, Pogn)

Ainsi, pour n > 1on a :
1 1

0 < pn < —max(pngo, pogn) < —€ " —
q0 do n:

n 7’ 7’ 7’ . LB 7’ . .
Or q%e”‘% est le terme général d’une série entiere de rayon de convergence 400, donc f définit elle aussi une

série entiere de rayon de convergence +oo, et donc f est entiere. De la méme facon, g est entiere.
Par prolongement analytique, 1’égalité f(z)g(z) = eM==1) est done valable sur C tout entier. En particulier,
puisque z — e**~1) ne gannule pas, f et g ne s’annulent pas non plus sur C.

Etape 2. Identification de f et g :
Soit z € C, notons r = |z|. On a, par ingélité triangulaire dans les sommes partielles puis passage a la limite :

If () < f(l2]) = F(r)

avec, de plus, 0 < go < g(r) donc
qf(r) < f(r)g(r) = Y
Ainsi, il existe C > 0 tel que pour tout z € C :

f(2)] < CeM
De la méme fagon, on a C’ > 0 tel que pour tout z € C :
l9(2)] < C'eM

Or f et g sont entiéres et ne s’annulent pas donc, d’apres le théoreme du début : f = e et g = e o F, G sont
des fonctions entieres.



Les inégalités précédentes donnent alors :
’f(Z)’ _ eRe(F(z)) < Ce)\|z|

donc :
Re(F(2)) <In(C) + \z|

Or : F est entiére donc on peut I'écrire sous la forme d’une série entiere : F(2) = > < an2"
Avec, en plus :

1 2m ) )
anr’t = — F(re®)e ™ qt
2 0
1 2w ) )
0=— F(re™)e™dt
2w 0

donc, en conjuguant la deuxiéme expression puis en sommant :

1 2m ) )
apr" = / Re(F(re™))e "™ dt
™ Jo
donc
1 27 )
anll” < - [ IRe(P(re)
™ Jo
1 27
< / In(C) + Ardt
™ Jo

<2In(C) +2Ar

Ainsi, sin > 2 :

+2 > 0

=1 roeco

2In(C) A
anl < =5
On en déduit que a, = 0 dés que n > 2, donc il existe o, a € C tels que F(z) = az + a.
On a f(z) = €% On a, de plus, 1 = f(1) = % donc quitte & changer a en a + 2ikmr ou k € Z : a = —a et
f(Z) — ea(zfl)_
Il reste a vérifier que « est réel positif car on reconnaitra alors la série génératrice d’'une loi de Poisson de
parametre a.
On a f'(z) = ae®®=1 donc f'(1) = a. Or f'(1) = G (1) = E[X] > 0. Ainsi, a > 0 et Gx(2) = e**~ est la
série génératrice d’une loi de Poisson. Puisque la série de génératrice de X caractérise la loi de X, on en déduit
que X suit une loi de Poisson. De méme, Y suit aussi une loi de Poisson.



